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量の削減を図る．文献 [7] の方法では，例えば PDG












































































Fig. 1 Pipelining of a dependency graph.
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例えば，図 1(a)の SIRは，(a, b, s(1),m(1))，(a, b,
s(2), c, d,m(2))，(a, b, s(3), e, f,m(3))の頂点列から
なる 3 通りの単純路のみである．図 2(a) の SIR は，
同図 (b)に示される IA = (a,m(1), s(1), b)，IB = (a,
m(1), s(2), c, n(1), e, t(1), d)，IC = (m(2), s(1), b, a)，
ID = (m(1), s(2), c, n(1), e, t(2), f)などである．
他方，PDGは SDGを並列化したものであるから，
頂点発火の順序は変わるが処理内容は変わらない．し









































［定義 2.4］（分岐系列） 初期状態から始まる IRの系
列に対応した分岐パラメータの系列を分岐系列といい，
Bˆ = (B1, B2, . . .)により表す．ただしBiは Bˆの i番
目の分岐パラメータである．また，分岐系列 Bˆ におけ








分岐系列と表記する．Bˆ = (B1, B2, . . .) が有効な分
岐系列であるための必要十分条件は，初期トークン辺
の終点を始点とする SIR I1(Bˆ) が存在し，かつ，各
i ≥ 2について，SIR Ii−1(Bˆ)の終点の次の頂点を始
点とする SIR Ii(Bˆ)が存在することである．
例えば，図 2(a) の SDG において，分岐系列
Bˆ = ({s(2), t(1)}, {s(1)}, . . .) は，図 2(b) に示す
(IB , IC , . . .) という IR の系列に対応し，Bˆ =
({s(1)}, {s(1)}, . . .)は，(IA, IA, . . .)に対応している．











例えば，図 1(b) の PDG において分岐系列 Bˆ =




























6, . . .) 及び (a




























6, . . .) などの頂点発火
系列が生起する．また，それぞれに対応する基本
操作発火系列は (a1, b1, e1, f1, a2, b2, c2, d2, . . .) 及び











［定義 2.6］（因果関係） DG とその分岐系列に対し













［補題 2.1］ 二つの DGを G1，G2 とする．任意の分




が一致し，これが一致すれば O(G1, Bˆ) = O(G2, Bˆ)
となる．（十分性）基本操作因果関係グラフ Oは DAG
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（有向非循環グラフ）であるので，各分岐系列 Bˆ にお
いて O(G1, Bˆ) = O(G2, Bˆ)であるならば，両者のト
ポロジカルソートの集合すなわち基本操作発火系列集











フ C(G, Bˆ)及び基本操作因果関係グラフ O(G, Bˆ)の
推移的リダクションを，それぞれ頂点直結因果関係グ
ラフ及び基本操作直結因果関係グラフといい，それぞ
れ C˙(G, Bˆ)（または C˙）及び O˙(G, Bˆ)（または O˙）で
表す．また，C˙ 及び O˙ において隣接する発火間の関
係を，それぞれ頂点直結因果関係及び基本操作直結因









図 3(a)，(b) 及び (c) は，それぞれ，図 1(b) の
PDG で Bˆ = ({s(3)}, {s(2)}, {s(3)}, . . .) としたと





［定義 3.2］（前倒し分岐系列） 分岐系列 Bˆ = (B1,
B2, B3, . . .)に対し，先頭の i (i ≥ 2)個の分岐パラメー
タを除去して，代わりに次の条件を満たす分岐パラメー







〈1,i〉, . . .) =
(B˜〈1,i〉, Bi+1, Bi+2, . . .)で表す．B˜〈1,i〉 は，初期トー
図 3 直結因果関係グラフの例










［補題 3.1］ 分岐系列 Bˆ の 〈1, i〉-前倒し分岐系列を
Bˆ〈1,i〉 とする．Bˆ において発火 x
j(Bˆ) から yk(Bˆ)









Bˆ における頂点発火系列の先頭から Ii までの発火を
除去した系列と，Bˆ〈1,i〉 における頂点発火系列の先頭
から B˜〈1,i〉 に対応する発火を除去した系列とは，各発
火の IR 番号に i − 1 だけの差が生じること以外，完
全に一致する．したがって，この番号差さえ考慮すれ
ば，両者における頂点因果関係の存否も一致する．□
図 4(a) 及び (b) は，それぞれ，分岐系列 Bˆ 及び






図 4 〈1, i〉-前倒し分岐系列における頂点直結因果関係グ
ラフ











［補題 3.2］ 二つの DG G1，G2 について，任意の分
岐系列 Bˆ に対して O˙(1)(G1, Bˆ) = O˙(1)(G2, Bˆ) かつ
O˙(2)(G1, Bˆ) = O˙(2)(G2, Bˆ)であることは，任意の分




′) = O(G2, Bˆ′)であるならば，明らかに任意
の分岐系列 Bˆ に対して，O˙(1)(G1, Bˆ) = O˙(1)(G2, Bˆ)
かつ O˙(2)(G1, Bˆ) = O˙(2)(G2, Bˆ)が成り立つ．
（十分性）任意の分岐系列 Bˆ に対して O˙(1)(G1, Bˆ) =
O˙(1)(G2, Bˆ) かつ O˙(2)(G1, Bˆ) = O˙(2)(G2, Bˆ) であ
るとする．任意の分岐系列 Bˆ′ の 〈1, i〉-前倒し分岐
系列 Bˆ′〈1,i〉 (i ≥ 2) は有効な分岐系列なので，前提
より O˙(2)(G1, Bˆ
′
〈1,i〉) = O˙(2)(G2, Bˆ
′
〈1,i〉) である．補
題 3.1 より，O˙(i+1)(G1, Bˆ




′) と O˙(2)(G2, Bˆ
′
〈1,i〉) はそれぞれ IR 番
号の差を除いて同型なので，上のことと合わせて
O˙(i+1)(G1, Bˆ
′) = O˙(i+1)(G2, Bˆ
′) が導かれる．また，
これと，前提より O˙(1)(G1, Bˆ
′) = O˙(1)(G2, Bˆ
′) か
つ O˙(2)(G1, Bˆ
′) = O˙(2)(G2, Bˆ
′) であることから，任
意の j ≥ 1 に対して O˙(j)(G1, Bˆ′) = O˙(j)(G2, Bˆ′)
となり，O˙(G1, Bˆ′) = O˙(G2, Bˆ′) が成り立つ．更に，
有向グラフの推移的閉包は一意に定まることから，
O(G1, Bˆ













［定義 3.3］（短縮分岐系列） 分岐系列 Bˆ = (B1, B2,
B3, . . .) に対し，Bk から Bl まで (1 < k < l) の連
続した分岐パラメータを除去して，そこに分岐パラ







〈k,l〉, . . .) =
(B1, . . . , Bk−1, B˜〈k,l〉, Bl+1, . . .) で表す．ただし，




の有向辺の和集合からなる Gの部分グラフ G′ を構成
する．次に，始点及び終点がそれぞれ Ik(Bˆ)の始点及
び Il(Bˆ) の終点と一致するように，G′ からいずれか
一つの単純路を選んで SIR I〈k,l〉(Bˆ)とし，これに対
応する分岐パラメータを B˜〈k,l〉 とする．
I〈k,l〉(Bˆ)と B˜〈k,l〉 は IRの定義から必ず存在するの
で，〈k, l〉-短縮分岐系列はこの PDG における有効な
分岐系列である．
［補題 3.3］ 連続して実行される IR Ik, . . . , I l のどの
頂点の発火も，基本操作発火 xi(Bˆ)と頂点因果関係が
ないか，基本操作発火 yn(Bˆ)と頂点因果関係がないと
する (i < k < l < n)．このとき，Bˆ において xi(Bˆ)
から yn(Bˆ) に基本操作直結因果関係が存在するため




（証明）（必要性）xi(Bˆ) から yn(Bˆ) に基本操作直結
因果関係が存在するとし，C˙(G, Bˆ)上でのこれらの間
の経路の一つを xi, . . . , wj , zm, . . . , yn (i ≤ j < k <
l < m ≤ n)とする．
このとき，Bˆ〈k,l〉 において，x
i から wj への頂点因
果関係は j < k より明らかにそのまま保たれ，zm か
ら yn への頂点因果関係は l < mより補題 3.1と同様
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の議論から IR 番号に l − k だけ差が生じる以外はそ
のまま保たれる．
また，wj から zm への頂点直結因果関係は次のよ
うに保たれる．この頂点直結因果関係が存在すると
き，DG 上では頂点 w から z に有向辺が存在し，か
つ C˙(G, Bˆ) 上では Ij+1(Bˆ) から Im−1(Bˆ) までの中
で w と z の発火は存在しない．また，短縮時に挿入
された IR Ik(Bˆ〈k,l〉) にも w と z の発火は存在しな
い．したがって，DG 上で有向辺により結ばれた w















図 5 は，補題 3.3 における短縮分岐系列と頂点直
結因果関係グラフとの関係を示す．(a) 及び (b) の
グラフはそれぞれの短縮前の C˙(G, Bˆ) 及び短縮後の
C˙(G, Bˆ〈k,l〉)である．各表記は図 4と同様である．こ





図 5 〈k, l〉-短縮分岐系列における頂点直結因果関係グ
ラフ







［補題 3.4］ 分岐系列 Bˆ において基本操作発火 xi(Bˆ)
から yj(Bˆ) (i < j) に基本操作直結因果関係が存在
するならば，Ii と Ij の間にあり，かつ，両者と頂点
因果関係のある発火が存在しない IR を任意の数だ
け短縮して得られる短縮分岐系列 Bˆ[i+1,j−1]∗ におい
て xi(Bˆ[i+1,j−1]∗) から y
j−n(Bˆ[i+1,j−1]∗)（n は短縮
された IRの総数）に基本操作直結因果関係が存在す
る．これに対して，Bˆ において xi(Bˆ) から yj(Bˆ) に
基本操作直結因果関係が存在しないならば，Ii と Ij
の間にある任意の IRを任意の数だけ短縮して得られ













































れかの経路上の発火を含む IR のことを中継 IR と呼
ぶ．上述した性質により，中継 IRの個数は高々SDG
上のセレクト数M とマージ数M の和 2M である．連
続した非中継 IR 群の数が最大となるのは中継 IR と
非中継 IR群が交互に現れる場合で，その数は 2M +1
である．また，これらの非中継 IR 群は，補題 3.4 よ
り，それぞれ一つの IRに短縮することができる．し
たがって，これらを全て短縮した短縮分岐系列 Bˆ[i,j]∗
において，j′ ≤ i+ 4M + 2となる． □
補題 3.4 と 3.5 より，長さ i + 4M + 2 の各分岐系
列における O˙(i) が得られれば，無限長の各分岐系列に
おける O˙(i) が一意に定まることになる．また，強等価
性を判定する場合，補題 3.2 より，i ≤ 2 の場合のみ
O˙(i) が一致すればよいので，必要な分岐系列長は高々
4M + 4となる．これらのことと補題 2.1から，次の
定理が示される．
［定理 3.1］ 3.1 二つの DG G1，G2 について，長さ
4M + 4 の各分岐系列 Bˆ において O˙(1)(G1, Bˆ) =
O˙(1)(G2, Bˆ)かつ O˙(2)(G1, Bˆ) = O˙(2)(G2, Bˆ)である
ことは，両者が強等価であるための必要十分条件で
ある．
（証明）（必要性）補題 2.1と O˙ の定義より明らか．
（十分性）長さ 4M + 4 の各分岐系列 Bˆ におい
て O˙(1)(G1, Bˆ) = O˙(1)(G2, Bˆ) かつ O˙(2)(G1, Bˆ) =
O˙(2)(G2, Bˆ) であるとすると，補題 3.4 と 3.5 より，
G1とG2において x1から各 yj，及び x2から各 yj に
至る基本操作直結因果関係の有無が一致する．すなわち，
各分岐系列 Bˆ′ において O˙(1)(G1, Bˆ
′) = O˙(1)(G2, Bˆ
′)
かつ O˙(2)(G1, Bˆ
′) = O˙(2)(G2, Bˆ
′)となる．このとき，
補題 3.2より，各分岐系列 Bˆ′′ に対して O(G1, Bˆ′′) =
O(G2, Bˆ
′′)となる．更にこのとき，補題 2.1より，G1
と G2 は強等価となる． □
この定理により，PDG の強等価性を判定するため










4. 1 計 算 量





















（ 1） SDGから長さ 4M +4（または，条件ループが
なければ 2M + 2）の分岐系列を順次生成し，それ
ぞれについて以下を実施する．
（ 1.a） 二つの PDG上で O˙ を構成する．







O˙ の作成には，必要な分岐系列に対応した PIR を
接続し，基本操作発火間の有向路の有無に基づいてそ
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は kΠ4M+4 となる．また，PIRの辺数は PDGで分岐
パラメータを固定したときの辺数に等しいので，その上
界は，PDGを構成する各OO-MDG及び各OS-MDG
















条件ループにより 1 回の PIR で利用されない経路が
多数存在する場合に減少するので，この値は広範囲に
















めの計算量の上界 Hˆconv 及び典型値 H¯conv は，Cconv
を定数として，それぞれ次のように与えられる．
Hˆconv = min(d(M + 1), L+ kmaxm+ n)











フとして表現すると連結グラフとなるので L− 1 ≤ d
であり，かつ，SDG中の基本操作数 Lは通常セレク
ト数M の数倍程度かそれ以上であると考えられるの
で，4M + 4 ≤ d とみなしてよい．また，定義より
kΠ ≤ kMmax である．これらより，次式が成り立つ．
k4M+4Π ≤ kdΠ ≤ kdMmax < (kmax + 2)dM (5)
次に，SDG と PDG では通常 2M ≤ m かつ
2 ≤ kmaxが成り立つので 4M+4 ≤ L+kmaxm+nで
あり，かつ，4M+4 ≤ dであれば 4M+4 ≤ d(M+1)
が成り立つので，次式が成り立つ．
4M + 4 ≤ min(d(M + 1), L+ kmaxm+ n) (6)
また，セレクトが 1 個以上，すなわち M ≥ 1，
kΣ ≥ 1 であれば，d ≥ 2 のとき明らかに次式が成り
立つ．
(5M + 2)d ≤ (kΣ +M + 2)d (7)






kΠ · CconvdM (8)
これによれば，提案法の計算量の上界は従来法のそ





L ≥ 6，M ≥ 1 を満たす DG では kΠdM ≥ 10 なの
で，この割合は 1より小さい．またこれは，式 (5)と
式 (7)から dが大きくなれば急激に小さくなり，SDG











図 6 評価用 DG
Fig. 6 Dependency graphs used as benchmarks.
表 1 評価用 DG の等価性判定に要する計算量
Table 1 Computational complexity for determin-
ing equivalence of benchmark dependency
graphs.
パラメータ 図 1 図 6(a) 図 6(b) 図 6(c)
L 6 7 9 7
M 1 1 2 2
m 3 2 18 8
n 6 4 36 16
kmax 3 2 5 2
kΣ 3 2 7 4
kΠ 3 2 10 4
d 5 6 13 8
条件ループの有無 無 無 無 有
Hˆprop 提案法 上界 1.1e5 2688 9.4e8 1.9e10
Hˆconv 従来法 上界 3.6e9 9.2e9 3.3e39 1.1e20
H¯prop 提案法 典型値 1417 504 2.3e5 9216
H¯conv 従来法 典型値 1.5e4 8.6e5 3.9e9 1.8e6
タと，これらから計算された提案法及び従来法の計算
量の上界と典型値を示す．ただし，Cprop = Cconv = 1
としている．また，表中の 1.1e5等の数値は，1.1×105
等を表す．











5. む す び
本論文では，PDG の基本操作直結因果関係グラフ
O˙ を定義した上で，有限長かつ有限数の分岐系列ごと
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セレクトと SDG中の基本操作セレクト間のデータ依







上界が kmax +2（前提条件 2.1による制約を与えた場
合，OS-MDG内のセレクト数が常に 1個であること
より）であることから，(kΣ +M + 2)d(kmax + 2)dM
として与えられる．状態数は，これに分岐履歴数の
上界 kΠ を乗じて得られる．また，各状態で発火し
得る頂点数は，MDGの個数 d(M + 1)も PDGの頂
点数の上界 L + kmaxm + nも越えないので，上界は
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遷移数の上界はmin(d(M +1), L+kmaxm+n)(kΣ+
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dMkΠ である．計算量はこれに
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するので定数 Cconv を導入し，logN  CconvdM と





















) · 4d となる．計算量は上界と同様にすれば(
L
2
) · 4d · Cconvdと得られる．
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